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В случае евклидова пространс :ва (4) означает, что все производные распреде­
ления, задаваемого функцией К, рав м нулю. В [10, с. 77] доказывается, что в этом 
случае распределение является пост »янным. Аналогичное утверждение для случая 
риманова многообразия можно полу ять из результатов [8, § 29]. 
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УДК 517.946 М А Т Е М А Т И К А 

Я.А. РОЙТ 1ЕРГ, З.Г. ШЕФТЕЛЬ 

О ПЛОТНОСТИ РЕШИ ЙЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ 
С ЛОКАЛИЗОВАН! ЫМИ ПРАВЫМИ ЧАСТЯМИ 

В ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ ПРС СТРАНСТВАХ НА МНОГООБРАЗИИ 

(Представлено академш ом СМ. Никольским 18 XI1987) 

• 1. В ограниченной области G '. R" с бесконечно гладкой границей bG рас­
сматривается граничная задача 
(1) Lu=f, Bju\dG=<pj, / = 1 m. 

Здесь L = L(x, D) — правильно элл] птическое линейное дифференциальное выра­
жение порядка 2т, В/ = В,- (х, D) — раничные линейные дифференциальные выра­
жения порядков ntj < 2т, удовлетвс ряющие условию Лопатинского. Коэффициен­
ты выражений L, В/ — бесконечно глад :ие комплекснозначные функции. 

Пусть Г[ C G - гладкое (и - 1 )-мерное многообразие без края; Г — откры­
тое подмножество Тх. Для любого г: адкого решения и задачи (1) положим vru = 
= (и | г , . . . , Dr

v~l и | г ) , Dv = id/dv, )/dv - производная по нормали к Г. Будем 
произвольно изменять функцию / в ск >ль угодно малой фиксированной подобласти 
G0 С G (либо произвольно изменять \ifj\ на сколь угодно малом куске у С bG). 
Исследуется возможность приближен] я полученными при таком изменении векто­
рами vru любой заданной на Г функи ш ф = (_ф1г..., фг). Подобные задачи изуча­
лись, начиная с 1960 г., в работах Бе :керта, Вильденхайна, Шульце, Хаманна и др. 
(см. [1] и приведенную там библиог >афию). Во всех этих работах граничные вы­
ражения предполагались нормальнымо в смысле Ароншайна—Мильграма—Шехтера. 

1317 



Поскольку требование нормальности весьма ограничительно, естественно возникает 
задача об освобождении от этого требования. Эта задача решена в данной работе. 

2. Всюду в дальнейшем предполагается, что для формально сопряженного 
к L выражения L* имеет место свойство единственности для задачи Коши: если 
L*v = OB области GtCGviv = 0B области G2 C G l ; то U = OB G^ 

Для p, t e R, 1 < p < «J, t > 0, через Ht,p (G) обозначим пространство бес­
селевых потенциалов, H~t'p(G) — пространство, сопряженное к Ht,p (G), \\p + 
+ l/p' = 1, относительно расширения (•, •) скалярного произведения в L2(G); 
ll'IU.p - норма в H*'P(G), t G R. Через В*'Р(Г), f G R, обозначается пространство 
Бесова; Bt,p (Г) и В~*'р (Г) взаимно сопряжены относительно расширения 
< •, • ) скалярного произведения в L2 (Г) ; < < • » t>р - норма в Bt,p (Г). 

Пусть G0 — открытое подмножество G такое, что G0 С G\T. Диаметр G0 

произволен, он может быть сколь угодно малым. Положим: M(G0) = [ н £ 
GC°°(G): suppZ-uCGo, B,u\dG=0, / = 1 , . . . , т , и 

urM(G0)= \{u\T,Dvu\T,...,Dr
v-lu\T): ueM(G0)}. 

Т е о р е м а 1. Если множество GW связно, то v2mM(G0) плотно в прямом 
произведении П Bsi'p (Г) для любых si > 0,/ = 1 , . . . , 2m, и 1 < р < °°. 

К / « 2 т 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно показать, что для любого s > 0 и 1 < 

< р < °° множество v2mM(G0) плотно в П Я 2 т + у - ' ' + 1 - 1 / р ' р ( Г ) . Для это-

го надо проверить, что если г г е Д _ ^ 2 т + 5 _ ' ' + 1 " " 1 ' р ' , р (Г), г = 1 , . . . , 2 т , и 
(2) 2 < ^ , D ; - 1 M > = O v M e M ( G 0 ) , 

K r < 2 m 
то fr = 0, r = 1 , . . . , 2m. Равенство (2) перепишем в виде 

(3) ( 2 Dr
v-l{trXbT),u\=0, YueM(G0), 

где 5 Г — мера Дирака, сосредоточенная на Г. Но поскольку 
I (pr

v-x (tr X Ôr), и) | = | < tr,Dr
v-lu )\< 

< « * r » - ( 2 m + s - r + i - l / p ) , p ' ^ ö y " ^ 2 m + s - r + l - l / p , p ^ 

< « ^ » _ ( 2 m + i S _ r + 1 _ 1 / p ) ) p ' l l " ÏÏ2m+s,p< 

ТО ' 
w= 2 D^-1(trX8r)eH-2m-s-p(G). 

1 < r < 2 m 
Обозначим через 91 ядро задачи (1 ) . Поскольку 31С С°° (G), то из (3) сразу 

следует, что (и>, и) = 0 (VM G 31). Поэтому согласно теореме 7 из [2] существует 
элемент v G H'~s'p (G), являющийся решением задачи 
(4) L+v = w, q+B'fv\dG=Q, / = l , . . . , m , 

v 
формально сопряженной относительно формулы Грина (1.39) (см. [2]) к задаче 
(1). Здесь q* В', - граничное выражение порядка m! < 2m, дифференциальное в 

V 

нормальном и псевдодифференциальное в касательных к 3G направлениях. По тео­
реме о локальном повышении гладкости v 6 C°°(G\r) и удовлетворяет гранич­
ным условиям (4) в обычном смысле. Из (3) и (4) с помощью упомянутой форму­
лы Грина получаем 

0 = (w,u) = (L+v,u)=(v,Lu) V«GM(G0) 

1318 



или 
(5) (p,Lu)=0 VuGM(G0). 

Из эллиптичности задачи (1) следует существование такого конечномерно-, 
го пространства 91Q С C°°(G), что задача (1) с щ = ... = <рт = О разрешима тогда 
и только тогда, когда (/, 31Q ) = 0. При этом элементы 9?о являются решениями 
задачи (4) с w = 0. Покажем, что решение v задачи (4) можно заменить таким реше­
нием Vi = v + v0, что v0 G 9îo и Vi = С) в G0. 

Действительно, пусть ех,..., ек — базис в 31о и пусть hx,..., hk G C^(G0) 
таковы, что (е,-, А/) = Ьц, i,j = l,...,k. Для любой функции# G С " (G0) положим 

(6) . « - ! = « • - S (g,ej)hj. 

Ясно, что supp^j С G0 и (?1, е/) = 0, / = 1 , . . . , Л, т.е. (gi, 3?о ) = 0. Но тогда сущест­
вует и G C°°(G) такой, ЧТО Lu = gi, В,-и \dG = 0 , / = 1 , . . . , тя. Это означает, что «G 
G M(G0). Но тогда из (5) и (6) получаем 

(7) 0 = ( « , * - 2 Cfce/jW=/t;- 2 (w,fy)*/>s) VgeC?(G0). 

Поскольку е̂  G ÜIQ , то элемент 
Vi = v — 2 (v, hi) е.-

является, как и и, решением задачи (4). Вместе с тем из (7) следует, что vt =_0 в> 
G0; но тогда в силу условия единственности задачи Коши для L* и связности G\T 
получаем, что v = 0 в G \ r , т.е. supp Vi С Г С Тх. Отсюда, учитьшая, что Ui G 
G H~s'p (G0), нетрудно получить (ср. [3, лемма 4.1 ] ) , что 

и,= 2 ö£(r/X6r), ' 

где ту G J 5 - ( - * - / - 1 / P ) I P (Г), / = 1 , . . . , к; к - наибольшее целое число, меньшее 
s—ljp (если s<ljp, то их = 0). Теперь из (4) получаем 

(8) W 2 />£(г/Х-'вг)У 2. ZJ^H^XSr). 

Из равенства (8), учитьшая линейную независимость мер Дирака и их производных 
и эллиптичность выражения L+ , последовательно находим тК =... = Т\ = 0. Но тогда 
из (8) следует, что и tr = 0, г = 1 , . . . , 2т. 

Т е о р е м а 2. Пусть Г = r t ограничивает подобласть Gг области G {т.е. 
G\T несвязно) и пусть в области Gx задача Дирихле для уравнения L+v = 0 имеет 
не более одного решения. Тогда множество urM(G0) плотно в прямом произведении 

П вт~г+х-1/р-Р(Г). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно проверить,что если trGB~^m~r+1~^p^'p(Г), 
г = 1 , . . . , т, таковы, что 
(9) 2 <tr,Dr

v-lu) = Q Vu£M(G0), 

то tx = . . . = tm = 0. Переписав (9), как и при доказательстве теоремы 1, в виде 
( 2 Dr

v~1 (tr X 5 Г ) , и) = 0 и воспользовавшись оценкой 

\(pr
v-

l{tr^bT),u)\<{{tr))_{m_r+l_ïlp)p^u\\miP, 
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получаем, что 
w= 2 Dr

v-
ï(trXdT)eH-m-p'(G). 

K K m 

Но тогда задача (4) имеет решение и G Hm,p(G), причем по теореме о локальном 
повышении гладкости v G C°°(G\r). Рассуждая далее, как и при_доказательстве 
теоремы 1, и построив решение ut задачи (4), получим, что Uj = 0 в G \G i. Посколь­
ку Vi G Hm,p (G), отсюда следует, что D'v~l vx | r = 0, / = 1 , . . . , т. Таким образом, 
vx - решение задачи Дирихле L+v = 0 в Gx,Dl~x V\ 1Г = 0,/ = 1,. . . , т, поэтому 
Vi = О в G. Но тогда из (4) следует, что tx = . . . = tm = 0. 

3. Пусть теперь у — открытое подмножество 9G; положим N(7) = {и G 
G C°°(G): Lu = 0, suppÄ/ulgc С 7, / = 1 , . . . , m] и vrN{y) =• \(и \T,Dvu\T,. .. 
...,Dr

v-xu\T): ueN{y)\ . 
Т е о р е м а 3. Если множество G\F связно, то f2mN(y) плотно в 

П Bsl'p (Г) для любых s, > 0,/ = 1 , . . . , 2т, ы К р < °°. 
Kj<2m 

Т е о р е м а 4. Если выполнены условия теоремы 2, то множество vmN(y) 
плотное П Bm~r*l-llp'p(Y). 

4. Утверждения, аналогичные теоремам 1 и 3, имеют место и в том случае, 
когда Гх — многообразие размерности к, 1 < £ < и - 1 , Г — открытое подмножест­
во Г, (ср. [1]). 
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