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Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к С С С Р 
1969. Том 188, № 1 

УДК 517.946 МАТЕМАТИКА 

Я. А. РОЙТБЕРГ 

О ГРАНИЧНЫХ ЗНАЧЕНИЯХ ОБОБЩЕННЫХ РЕШЕНИЙ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

(Представлено академиком И. Г. Петровским 28 I 1969) 

Известно, что если аналитическая в круге функция имеет при подходе 
к границе степенной рост, то для нее существуют обобщенные граничные 
значения, но которым можно с помощью ядер Пуассона восстановить фун
кцию. В данной работе показано, что аналогичные свойства имеют также 
обобщенные решения эллиптических уравнений. Полученные результаты 
усиливают также теоремы о следах Лионса — Мадженеса ( 1 _ 3 ) . Работа 
состоит из двух параграфов; первый носит вспомогательный характер, ос
новные утверждения работы содержатся в § 2. 

§ 1. Пусть G — ограниченная область ^-мерного пространства, Г — ее 
граница. В G = G [} Г задано правильно эллиптическое дифференциальное 
выражение L = L(x, D) порядка 2т с комплексными коэффициентами. 
Для простоты будем коэффициенты выражения L и поверхность Г предпо
лагать бесконечно гладкими. Для произвольного действительного s рас
сматриваем пространства WV

S(G), WSp1/p(F); Ии||в|р, {и)«-1/р,р — 
нормы в этих пространствах (если s^O целое, то WV

8(G) — пространст
во С. Л, Соболева, а пространства WV

8(G) и WP>~S(G) (1/р + 1/р' = 1) 
двойственны относительно (•, •,) = (•, -)L2(G); пространства W^~1/P(T) 
и W$~1,V)(Y) также двойственны относительно • ) = < • , -)ь2(Г) 
(см. (4, 5 ) ; если s нецелое, то эти пространства определяем с помощью 
комплексной интерполяции (4, 6 ~ 9 ) . 

Пусть I — произвольное целое. Как и в ( 5 , ^ ~ 1 3 ) , обозначим 

через Wl

v> 2m (G) = Wl

v(G) пополнение C°°(G) по норме 

(2)v = -1 А ? v орт внутренней нормали к Г в точке x^j . 

Замыкание S отображения u->(w| G , и\Т, . . ., 01™~ги\т) (иЕЕ С0 0(G)) 
устанавливает изометрическое соответствие между W8

V(G) и подпростран-
2т 

ством прямой суммы К?™+п = Wl

p(G)+ 2 Wl

p~}+1~1,p (Г). При этом 
SWl

p(G) = {(во, ии . . . , щт): щ е= К (G), в,е= Wl

p

4+1-1/P (Г) (/ = 1 , . . 

при I — j -f 1 — — > 0 щ = щ | rJ. Для нецелого s определяем WP(G) 
с помощью комплексной интерполяции между W™(G) и # £ ] + 1 ( G ) . 

Если N(x> D) (х^Щ — произвольное дифференциальное выражение 
порядка r < 2 m с достаточно гладкими коэффициентами, а В(х, D) (х^ 
е Г ) ~ произвольное граничное дифференциальное выражение порядка 
t ^ 2т — 1 с достаточно гладкими коэффициентами, то 

* M U P < C . I M I * . ( G ) . < * " > W P < C > I U G ) (»е=с-(Б)) . (2) 
р р 
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Поэтому замыкания N, В отображений u-+Nu, и-+Ви\т (и ЕЕC°°(G)) 
непрерывно действуют из всего WP

S(G) соответственно в WSpR(G)R 

HV" ' " 1 / p ( r ) . В этом (сильном) смысле для произвольного u^WP

S(G) 
определены Nu&W$r(G), Bu\r^W^9(T) (5, 1 0 " 1 3 ) . Применение диф
ференциальных выражений к элементам из WP

S(G) можно понимать и в 
другом (слабом) смысле. С помощью интегрирования по частям найдем 

г 

(Nu, v) = (и, N+v) + J ф\~\ R} и} (и, v е С00 

Hi (3) 

<Ви, v) = 2 <#ГУ Л > (и, и е ссо (Г)) ; 

3=1 
здесь N+ — выражение, формально сопряженное N; В^ — дифференциаль
ные выражения на Г, содержащие лишь тангенциальные дифференцирова
ния. Если теперь и е WP

S(G), Su = (щ, щ, . . . , u 2 m ) , то* Nu = / е 
^ WjT (G) в том и только том случае, когда 

г 

("о, ЛГ*) + 2 <и*. = (Л ») (*> <= С 0 0 (G)); (4) 
3=1 

аналогично Ви\г = ф Е ^ ' ^ ^ Г ) в том и только в том случае, когда 

2 <Щ, Л > = <Ф, и} (v ЕЕ С 0 0(Г)). (5) 
Ниже U\G — первая компонента вектора Su (и ^ T ^ p

s ( G ) ) . 
§ 2. Приведем теперь основные утверждения данной работы. 
Т е о р е м а 1. Для каждого действительного s нормы \\u\\^s и 

| » ц » < в > = К р + 1 ^ и т . , Р (в) 
эквивалентны. Поэтому WS

P(G) совпадает с пополнением Ws£9 (G) мно
жества С°° (G) по норме (6). При этом W*LP(G) совпадает с множе
ством всех пар (щ, / ) , где UQ^LWS

V(G), f EEWS

P

2M (G) и в смысле тео
рии распределений Lu0 = /, т. е. 

(и», L+p) = (/, v) (v е= W*T* (G) П И^Г (G), 1 / р +1 / р' = 1), (7) 
о 

где L+— выражение 1 формально сопряженное L, Wр

;2Т (G) — замыкание 
в WP>2M(G) множества достаточно гладких финитных в G функций. 

Итак, каждый элемент (щ, f)^Ws£v(G) можно естественным обра
зом отождествить с соответствующим элементом U G ^ ( G ) , поэтому 
(см. § 1) для и = ( И о , / ) существуют Nu^Wp

r (G), Ви\Г^\¥р

1'1/р (V). 
В частности, существуют Вд~ги | г = щ е W S

P ~ M ~ 1 / P (Г) (/ = 1 , . . . , 2 т ) , 
где (щ, их,..., u2m) = 8щ элемент и является решением задачи 

Ьи = / , Di^u \ г = щ (/ = 1 , . . ., го). (8) 
Отметим также, что из неравенств (2) и теоремы 1 следуют теоремы 

о следах Лионса — Мадженеса 
Перебрасывая для и, v^C°°(G) интегрированием по частям все диф

ференцирования с и на и, мы с помощью предельного перехода легко най
дем, что для любого действительного 5 

2 т 

<Lu, v\G) = (и|G, L+v) + 2 (Dl-'u, Тш-Н1»> ( » Е ^ , ( е ь е # ^ - ( G ) ) . 
(9) 
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Пусть* в теореме 1 s ̂  1, s>n/p, a Rx — R(x, •) = R(x, у)— 
функция Грина задачи (8) (см. ( п ) ) ; тогда первая компонента щ(х) = 
•=U\G решения u^Wp-(G) задачи (8) может быть найдена по формуле 

m 

Н о (х) = (/, Rx) - 2 (Щ, ТШЧ+1ЛхУ + и (х); (10) 

здесь a r e G U r , и(х) ЕЕ31 = {со €C°°(G): Leo = 0, D ^ c o | r = 0(/ = 
= 1, . . . , го)}, (щ — й, Щ = 0. Оказывается, что если внутри G / до
статочно гладка, а х — внутренняя точка области, то формула (10) спра
ведлива для каждого действительного s. 

Т е о р е м а 2. Пусть u0^Wp(G), f^Wp

m(G) и в смысле теории 
распределений Ьщ = /. Если f <=Wp

k~2m(Gx) ( G ^ c G ) , где к > 0 и s + 
+ Л > 1, s -\-к^>п/р, то для каждой подобласти GQcz Gt такой, что 
GQCIGX, w 0 e ^ ( ( ? o ) , и формула (10) справедлива для xEzGx. 

Пусть, например, щ(х) eC°°(G) И Ьщ(х) = 0 . Пусть при подходе к 
Г UQ(X) имеет степенную особенность. Тогда можно естественным обра
зом определить регуляризацию и$ функции' щ(х), при этом WP

S(G) 
с некоторым s ^ 0, зависящим от порядка особенности функции щ(х) 
вблизи Г, и LUQ = 0. Поэтому для щ(х) справедлива внутри G формула 
(10) с / = 0. Действительно, существует окрестность G2 в G поверхности 
Г, через каждую точку х которой проходит единственная нормаль к Г. 
Пусть / Е Г ~ о с н о в а н и е нормали, проходящей через точку ЖЕ (?2 , И 
8(х) — расстояние между точками х и х'. Если щ(х) = со (я) / ра{х), где 
<й(х) ограниченная в G функция, р(х) ^C°°(G) — положительная в G 
функция, равная б (х) в G2, а к ^ а < к + 1 (к — натуральное число), то 
регуляризацию но функции щ(х) определим так: 

(u0,v)= ^ щ(х)и(х)<1х + 
G \ G 2 

+ С щ (х) (и (х) - v {х') - . . . - ^ / " У (Ь (х))кЛ dx. 
G2 ' ' 

Ясно, что |(ио, *>) | < £ I M I c F C ~ 1 + ^ G ) ^ CilMk Р ' , где а — & < е < 1, 
a t — п/ р' > & — 1 + е, поэтому iz,o е Wp~x (G) (й > и — 1 + а — п / р). 

Наметим в заключение доказательство первого утверждения теоремы 1. 
Из неравенств (2) непосредственно следует, что достаточно установить 
оценку 

> B ^ < o , < c i B U " ( e > c e c - e s ) ) . (ID 
Отметим, что так как выражения {Tj (х, -D)}f=i образуют систему Ди

рихле порядка 2т , то можно показать, что для каждого вектора 
2 т 

<Ф - ( ф ь . . ., ̂ 2т ) е 2 W | T e " i + 1 " 1 / p ' (Г) существует элемент v ЕЕ ( G ) 

такой, что TjV\r = % (/ = 1 , . . . , 2m), а оператор ар —>L? непрерывен из 
2т 

2 ^ ^ - ^ ( Г ) в W^iG). 
- l O O Зафиксируем М Е С (G) И рассмотрим функционал ** I(u)=(Luf v) — 

— (u,L+v) (и ЕЕ Wy?"s (G)). Из (9) легко следует, что l(v) зависит лишь 
от вектора Ир = ( \ f c , . . \ | ? 2 m ) , % = Тр|г; при этом | Z(у)| = | ^(ф) | < 

* Ниже в этом параграфе изучается задача, сформулированная в беседе с авто
ром G. Д. Эйдельманом. 

** Ср. с доказательством в (4) теорем о следах. 
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< °11U llV8> 9 (G) 1 V l U m - s ( G ) <C2\\U | | w S , p ( G ) Щ . ПОЭТОМУ 
P ' L 2 < - и + 1 4 / р > ) 

существуют элементы T j U EE H^~ i + 1 ~ 1 / p (Г) (/ = 1 , . . 2 m ) такие, что 
2m 

(LK, i > ) - ( i * f L + y ) = 2 < ^ ^ 2 m - i u ^ > ( y e ^ " 8 ( G ) ) , (12) 
2m 

< v-, \l/p 
(2(̂ >>r-i+i-i/P)p) < ^ | | " Ц р ( С ) ( « e e ° ° ( G ) ) . (13> 

Но из (9) и (12) непосредственно следует, что %jU = D у"" 1 и I г, поэтому, 
если 5 —целое, то из (13) и (1) следует оценка (11). Если s — нецелое, 
то из теоремы о гомеоморфизмах ( 5) следует, что 

т 
^ ( o ) < C { ^ L u ^ p + 2<rtluX-M-m,v + \\ukP) ( » е С - ( С ) ) , (14) 
и из (14) и (13) снова следует оценка ( И ) . 

Автор выражает глубокую благодарность Ю. М. Березанскому и 
С. Д. Эйдельману за беседы, обсуждение результатов и ценные замечания. 
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им. Т. Г. Шевченко 18 I 1969 
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