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Meтpii. Одшшл iз напрял.лiв роботи е розробка i впро-
вадкенЕя у навчаннrI iнтегрованих KypciB мате-
матики. Першi спроби cTBopeHHrI iнтегрованих
пiдручникiв алгебри та геомецlii здiйснювалися
ще у XIX ст. Сьогоднi в YKpaiHi провiднi автори
розробляють iнтегрованi курси математики у
зв'язку iз запровадкенIим профiльного навчання
у старшiй школi.

Проблема iнтеграцii змiсry }rавчмьного мате-
pialry, алгебраiчшоt i геомецrшIнID( методЬ розв'я-
зуваннJI задач всебiчно дослiдхrуеться у дисерта-
цiях росiйських науковцiв В. О. .Щалiнrера (1981,
1,992),А. О. Аксьонова (2000).

Уметодицi математики вiдомим е метод уцруп-
нення дидактичних одиниць, розроблений
П. М. Ер. днiевим, в основу якого покIIадено iдею
формування цiлiсних знань.

У.мтелi-гtракгlпса тiлкож акIивно шtуrcкrгь TOIIKи
д(rпд(у ашебри i геометрii. Наrrршстtад, Н. Д. CiMo-
нова обrрукговуе мохfiивiсть i доцiльнiсть систе-
матизацfi навчальноrо MaTepialry через призму три-
гонометрii, яка не лише е <(trспючем, яюrй вiдчшrяе
браму мiж алгеброю i геометрiею>, а й допомагае
iнтегрувати математику з фiзикою [6].

Ефективне використання геометрIдIних знань
пiд час навчання алгебри розгJIянуIо у'роботi [ 1] .

Модельно-геомец)иtIна основа мохrc буги пiдве-
дена пiд вивченrrя багатьох алгебраiчншt формул i
спiввИношень, насамперед завдяки тJýмаченню
чисел та lx добугкiв як довжин , гшощ або об 'eMiB .

На нашу думку, заслуговують на увагу
мi:lсrредметнiзв'язки алгебри i геомецlii, якi ви-
явjIяються з усiею очевr4днiстю у процесi навчан-
ня учнiв побудови графiкiв фунщi* за допомо-
гою геомец)иtIн}D( перетворень. Iктегращiя двох
змiстовrдлiнй - лiнii геомец)иtIнI,о( перетворень
талiнfi фунщМ - добра нагодадJIя фортпryвання
цiлiсних математичЕих знань, усвiдомлення
едностi математичнrоr iдей, логiчнrлr зв'язкiв мiл<
окремими елемегrталд,r зйсту. ThKa irrгеграцiя тим
бiльше е доцiльною, що геомец)ичнi перетворен-
HrI як вiдобрахеншI IIлощини на себе е одним iз
вlцiв фунюдiонztльнIж вцповИностей.

Можлi,rвш,шr е двi меюдищr_i схеп,рr ознайоллrrен-
ня учнiв iз застосуванням геометриtIнIо( перетво-
рень до побудови графiкiв функцiй. Умовно ix
можнаподатитак:

1 ) f1-+f2-+ геомец)ичне перетворешUI;
2 fi-+ rеометричЁе перетворенrrя -+fr.

.,Щотримуючись першоi схеми, шукають
вlдповць на запитання,. яке переmворення слi0 за-
сmосуваmu dо ерафiка ilеяrcоi фунrcцii, щоб оdерэrcа-
mu zрафirc iHulot. Згiдно з другою схемою, навпа-
ки, з'ясовують: ерафiк яrcоi фунrcцii оdерсrcаmь,
яrctцо dо dеяrcоео BiOoMoeo ерафircа засmосуюmь пев-
не ееоме m рuчне пе р еmв оре ння.

_ Перший пiдхiд - сучаснiший i поширенiший.
Иого реалiзовано у пiдр5пrниках [2], [4], [5], по-

сiбниках [7], [9] та iнших. .Щругий Mo:lcla зустрiти
у ктlасичrrй працi на тему фунщiй та ix графiкЬ,
[8], у деяких старiптцц пцручниках. його при-
хиJIьник.tми е автори cTaTTi [3]. Взагалiжо учителi
його використовують ммо.

Проте, на нашу думку, саме друга схема ма€
деякi переваги. По-перше, вонада€ змоry бiльш
вшIерпно проiлюструвати вза€мозв'язки геомет-
ршIного Maтepiary з алгебраiчнйм. По-шlуге, iдея
застосування геометричних перетворень до
графiкiв функдiй як геомец)иtIних фiгур природ-
но i невишrуrцено стае щерелом проблемноi сlтгу-
ацii. При цьому заглиблюватись у розв'язування
проблеми можЕа по-рiзному. Це створюе додат-
KoBi умови дIя piBHeBoi диференцiацii навчаннrI,
Мивiдуальноi роботи зi здiбними учнями. Зупи-
нимося на другiй cxeMi докrаднiше.

Як вiдомоо lla и)оках геометрii учнi ознайом-
люються з такими перетвореннями Iшощини: цен-
mральна mа осьова сuмеmрi|, паршлельне перенесеtt-
ня, повороm, еомоlпеmiя. Оскiльки графiк функцii
можпа розглядати як геомец)ичну фiryру, то до
нюго може бути застосоване будь-яке з цю( пере-
творень. Виникають запитання: якт лiнiю одер-
жатъ у результатi? чи буде ця лiнiя знову графiколл
деякоi фунщii? чи можна знайти аналiтичне за-
даrпrя новоiлiнfi? Що стосуеться повороту, то його
застосування до графiка функцli не завщди при-
водить знову до графiка однозначноi функцii. У
щому учнi можуть легко переконамся. KpiM того,
коордиЕатнi формули повороту досить сюIаднi.
Llього достатньо, щоб пояснrtти }цням, чому зас-
тосрання повороту не розгляда€ться.

1. Самеmрiя. I]ентральну симетрiю вiдносно
початку координат,можна розrлядати як компо-
зrлдiю двох ocboBID( симец)й Вiдносно координат-
rпш<осей.

Координатнi формули сlлrлетрii вiдносно oci 0r:
|х' = х,

1у'= -у, Отже, у симетрii вiдносно oci Ох точцi

Д(х;f(х)) вiдповЦае точка Д'(х; -f(x)). Ще озна-
ча€, що, симетризувавши вiдносно oci абсцис-
графiк функчiiу :/(х), одержимо графiк функцii
у: -f(x).

Сишrетрiя вiдносно oci Оу задаеться формула-
Гх'=-х-

ми: j __, _.' Отя<е,точка,4(х;/(х))переItдеуточ-
ly =у.

ку Д'(-х;f(х)).Якщо -х: l, то.tr: -./. Це озна-
чае, що, симетризувавши графiк фунrсдii вiдносно
oci ординат, одержимо црафiк фунюlii у :,f(-x).

Очевидно, що симецliя графiка фупкдii у : f (х)
вtдносно початку координат дае змоry одержати
графiк функдiiу : -/(-х).

Можна розгjIянути й загальнiшу сиryацiю, а
саме симец)iю вiдносно прямих х: а та у : Ь.
Вiдповiднi коорданатнi формули знаr?ги нев:l:кко,
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скориставшись формулами дJIя координат сере-
дцни вiдрiзка.

Нехай щlи симетрii вiдносно щtямоiх : 4 точка
Д(х; у) переходrть у точrry,4'(./; У). Тодi середина
вiшliзка ДД'нме>катиме прямiйх: с i абсцису
точки .l4' можна знаЙти iз спiввiдношення

#=о. оlже, дане перетвореЕЕя задаеться

. tx'=2а-х,
формулами { ,

Ly =у.
Аналогiчно, симецliя вiдносно прямоiу: D за-

да€ться формулами {*',= :',
ly'=2b-y.

У першому випадку точка,4(х;/(х)) перейде у
точку Д'(2а - х;fiх)). Оскiльки 2а - х : /о то
х:-2а -/. отr<е, симетрiя вiдносно прямоiх: а
переводить графiк фуtпсдiiу :/(х) у графiк фуrrlсдii
y:f(2a - Х).

Анапогiчно, симецliя вйносно тrрямоiу : й дае
змоry одер]кати з графiка фунщiiу :f(x) Графiк
фунщiiу:2Ь -f(x).

I]errTparrbHa симетрiя вiдносно точwт Z(a; Ь) -
це композшдiя ocboBror симетрй вЦносЕо прямш(
х : а та у = Ь. об'еднавши розгляrгугi випадки,
маемо, що симетрiя графiка функцii у :.f (х)
вiдносно точrол Z(a; Ь) дае змоry одер>Iraти rрафiк
фунщiiу :2Ь -f(2a - х).

Наприкпад, щоб побудувати графiк функцii
у: (4 - х)2, достатньо симетризувати графiк
фунщiiу : l вiдносно щlямоiх : 2. Адlя побудо-
ви графiка фунщiiу : 4 - * симетрiю поцliбно
виконати вiдносно прямоiу: 2. фафiк функцii
y=ý-.|fi можна одерr<aти в результатi си-

MeTpii графiка функцli у=Б вiдносно точки
Z(l;2,5),

I]iкавим випадком е симецliя вИносно прямоi
у : х. При цьому вим€гае }rвам той фаrс, що ре-
зулътатом сллмецlfi не завжди буде граФiк одно-
значноiфунщii.

2. Пармепьне перенесешш. Паралельне перене-
_r

сенЕя на векгор (4; Ь ) - че композицИ двох пара-
лельнID( перенесень уздовж координатнr,rх осей.

Використовуючи координатнi формули
(yl=xla,
1, паралельногоперенесеннявздовжос1
L} =/,

абсцис, тобто на векгор Ф), treвtDKKo встанови-
ти, що дане перетворення переводить графiк
Фчнrсrii у : f (х) у графiк фунtgдii у : f (х - а).

Аrrапогi.пrо пapauleJlbнe перенесенюI вздовж oci

ординат на веIсгор @; Ь) дае MoxrшBicTb одерjкати з

ryафiка фуlлglii у : f(x) графiк фуrцсrii у : f (х) + Ь.

Яlсцо об'еднати обидва випадки, оц)имаемо,

що пармеJьне перенесення на вектор @) п"ее-
водить графiк фунrсдii у :.f (х) у графiк фуякцii
y:f(x-a)+b,

3. Гомоtпеmliя. Найпростiшим випадком е го-
мотетiя вiдцосно початку координат з коефiфен-

том k > 0. ii координатнi формули {;,=fi: 
*"

вI,Iдно це композицiя двох стискiв (розтягЬ) з од-
наковими коефЩiеrrrами вйносно координатних
осей.

Стиск (розтяг) вЦносно oci абсцис (уздовж oci

(х' 
= х.

ординат) задаеться формулами 
Iy, = ы 

i перево-

дlть точlку,4(х;/(х) ) у ю.псу Д (х; k f (х)) . Опке, щоб
одержати графiк фунщii у: kf(x), достатньо,
графiк фунюдiiу :/(х) розтягпr вiд oci абсцис (або
вздовх< oci ордиrrат) у & равiз, якщо k ) 1 о або стис-

1
нуIиу i раза,якlдо0 <b<I.

Стиск (розтяг) вiдrосно oci ординат (уздовжосi

абсцис) зада€ться формулами 
{'r',==Т' 

i перево-

дить точку,4(х;/(х)) у юч ку Д' (ltx; f (х)). Оскiльрr
х'

lac : l, то х = f, , Отке, щоб одержати графiк

функчii У= fе),достатньо графiк функцii
у : f(x) розтягти вiд oci ординат (або вздовж oci

абсцис) у ft разiв, я(що k > I,або стиснуги у f
рiша,якщоO<k<1.

Об'еднавши обиша випадки; матимемо, що
гомотетiя вiдносно початку координат з коефi-
цiентом ft переводrгь црафiк фунюдii у : f(x) у

графiкфункцii 
'=а|).

Так, графiк фуIffоIii у = 2sin*x юмотетичний

графiку фуtпсдii у : sin х. Проте частiше доводитъ-
ся розглядати фупсlii з рiзними коефiцiеrrrами
дIя аргуrl,rенту i щrя caMoi функдii.

Заслуговуе Еа увагу такоr( стиск (розтяг)
вiдносно прямих, парzшельних координатним
осям.

Розглянемо стиск (розтяг) з коефЩiеrrгом k ) 0
вiдносно щlяr,tоiх : /. Нехай тrри rромуто,п<аr4(х;у)
переходить у точку r4'(r/; У). Очевидно, що орди-
ната залишиться без змiни. Нову абсцису/ виз-

начимо iз спiввiдношення Ё+ = ft . Оскiльlс,l

ft ) 0, то (l - rr(l- х) > 0 i / - l= k(l-x), звiдlс,I
l: lac - l(k - 1). отже, координатнi формули да-
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[х'= kx-I(rlrc-l\.
ного перетвореннrI J _л/ " IJe означае,

ly =у,
що його застос}tsання переводить графiк функlii

у 
= 

f(x)y графiк фунlсrii, = {; 
- Ч9) "оо

l= r(|{,+/(Ё-1)).
Проте зазвЙай у Tatcм випадках застосовують

послцовно два переIворення: пармеJIьне перене-

сення на вектор t'Щ] uoo на векторl.*)
(@m) i стиск (розтяг) з коефiцiеrrгом &. при
rIьoмy у д)угому BapiarrTi вaDкJIивим е порядок пе-
ртворень. Яrсrдо стиск фозтш) виконувати в пер-
шучерry то вiдносно oci ординат. Аякщо спочат-
ку виконуеться параJIеJIьне пepeHeceHIUI, то стиск
(розтяг) слiл робити вiдrбсно прлrлоi;g : -(fr - 1 ).

Наприюrад, графiк фунrсдii у = (rI 1, * Зf l,rо*-
на одержати в резульгатi розтлry графir<а фунщii
у_.- х:,у 2_рази вiд прямоi х : 3 (k : 2, отже,
l(2 - Lt : 3, звiдrса / : 3). А можна виконати спо-
чаткурозтягграфiка фунщiiу: х2у2рази вiд oci
ординат, а потiм парirлельне перенесеш{rI Iрафiка

l, \2
фунщiТ у = (i",l на 3 одшrицiвпiво. Дбоспочат-
ку.перенести графk фунlсliiу : * на3 одиницi
вltiво, а потiм графiк фунlсдiiу: (х * 3)2 розтягги
у 2 рази вЦ прямоiх: -3. KpiM того, яrсrдо функ-

цiю записати у вlшлддi, = (;- :)', то можна спо-
чатку перенести графiк Фrншliу : * на 1,5 оди-
ниlf влiвО, а лотiм розтягти графiк фуrrкцii
у : (х + 1,5)2 у 2 рази вfu oci ордиriат.^

Зрозумйо, що не обов'язково розглядати з уч-
нями Bci ф випадrсл i, тr.п.r бЬше, прагкути iiЪа-
пам-'ятатlt, Ъlсrй матерiал може буги корисним
для здбrппrдо математикиучнiз, оскьюr сприяе
форrчryванню пошуково-дослiдницьких здiб-нос -
тей, глиб.шому_розумiшilо навчаJьнок) матерiапу,
iнтеграчii алгебраiчнrах та геомец)иtIних знань.

Пiсля ознайомlrення учнiв iз ёупriстю методу
побудови графiкь фушоiit за допомо.ой геомет-
p}flIHID( перетвореЕь поста€ завданЕя формуваrпrя
BMlHb та ЕавшIок застосуванЕя методу. це супро-
воджу€ться певними ц)уднощами. Слабшi учrri,
якi покrrадаються лише на паМ'ять, rrlýцають пе-
ретвор€нЕя або lx варiанти (влiво/вправо, вгору/
вниз, стиск,/розтяг). А,пе найбiльше труднощiв
виникае юдi, коlпr дlя побудови графiка потрiбно
зластосувати кiлька геомец)ичних перетворень.
Особлrаво <.помиJIконебезпечнимип е перетворен-
Ея вздовж oci абсцис.

Наприклад, для побудови графiка функцii
л=smЗ(х+i) *."u здiйснюе кроки: 1),f(x) :

/ ,,\: sin х; 2) 8(х) = .in(" + f / - парuшельне перене-

сення rрафiка функцii /(х) влiво "u .Д;

3) й(х) = si"З(" + +) - стиск графiка фунюдii s(x)
у 3 рази до oci ординат
, Помrлгrка у тому, що прийнято й (х) : g( 3х) , тодi

як наспрацдi й(х)=r(rr-+) У цьому нев€Dкко

переконатися. Отже, стисК грQфiIа функцiт g(x)
потрiбчо було робити не до oci ЬЬдинаъ а до пЙ-
Moi х =-а.з

Пришr*r полiбнI.D( помиJIок IФIдот;ся у пolilнo-
мурозрdннi уwrm,и змiс-гч фуrдсriонагьноiсимво-
лiюt. Щоб правиJIьно визнаlпrрr i вrшсонам пере-
твюреннrI, необхiднО BMiM ко:кту насгупну фуfп.-
цiювиразrплчерезпопередпо.А,лlебагатоуп по
гано усвiдомrпоють змiст записiв шrду йф : g(3x).
.fГк наслiдок - будують лilщюжок ФуlПfiМЪоd-
маьно. З Tlot caMlпr пршIш{ виникаIотъ трудноrrц
щ)и засво€ннi поrrяrтя скпаленоi фуrлсrii. ТБму по-
трiбно вiд самого початцу форшrуванrrя поЙrтя
фУrпсдii гrропонрати уtшlши втр-авЙ тrапу:

1) щя функцfi у : f (х), деl(х) : х(х - 2) + з,
знйппf (2), f (п\, f (п + 1 ),/(3х)' зf (х), -f @ ) rо*о;

2) знайдiть/(х), якrцо/(х _ 1) : * + 3х'_ 2.

. Пц час побудови графiкiв функцlt слiд при-
дшяти оцрему уваry навчанню учнЬ встановJIю-
вати на кожному Кроцi зв'язки мiж фуrrюцiяь,rи i
вимагати фiксувати ix у записах (зазiЬчимо, що
на реалiзацiю TaKoi метбдики орiентований

пiшlучник [5]). Ък, щrя функцri ,=.ИЗ(r*{),
KpiM розглянугого вище, rvroкTrиBi й TaKi розв'я-
заннrI.

]-й спосiб,
1) "f(x): sinx;

. 2) g.!х^), 

= 
qin 3х : f (3х) - стиск графiка

фунщli/(х) у 3 разидо oci ординат;

3) h(х)=rИЗ(r*f)=*("-+) - r,up"n.o"""

перенесеннrI графiка фунщii g(x) ыriво на
2-й спосiб.

п
т

Запишемо.функцiю у виглядiу : sin (3х * п).
1) .,f(x): sinx;
2) g(х): sin (х + т) :/(х + п) - параJIельне

перенесення графiка функцii/(х) влЬо нат;
, 3) h_\x): sin (3х 1 п) : s(3x) - стиск гр-афiка
фунщiig(х) у 3 разидо oci ординат.





цЕтодикА, досвlд, пошук

графiчного розв'язуванIш зiшишаетъся таким са-мим.
Звiсно, що в даному випадку йдеться не пропротиставлення аналiтичного i графiчного ме-тодЪ, а про доцiльне ix поеднання iu.-ч.rЪдо.rоu-

:,"jIYj:5'е ще оДним фрагментом форлryванняцшlсних математичЕих знань.
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Bipa ОСИНСЬКД

ГрафiчнийметOд пiд час розв'язування рiвнянь
угьметоду знайомаучrrямще з сьомого KJ.Ia-
су. частlш€ всього в рiвrrянrrл< пiдвищеноi
|Yj{"_Ч:"i "Рафiчна 

<приIс4дкD лЪоi iЙра-Boi частин рiвrrяirй 1познu:чЪЪй fu ft;ЙЙti; ,W
I

,]+i_-"
Мал. 1,

Прш.пад 2. Розв'язати рЬняння

допомагае одержати ва:кливу iнформацiю: чи пе-
ремнаються. графiюl позначеншr бункдМ, *opi"i
19датнi ЧИ Вiд?gl{чi, в яких,rроrй*а*-"а oci оХ
;:g:у:::j KopeHi, а часто i opieHToBHo пйiбратЙ
ж та зрооити перевiрr<у. Звичайно, графiчний ме-тод частiшrе всього викону€ лопомffi роль. На
:15л9чному етапi розв'язаннrI вакrlиво навести
вс1 оофунтування аналiтично.

Пршшlад 1. Розв'язати рЬЙнтrя
,2 -" 1)=2l/fi| ,

Розв'язанltя.

[2х-1>0. [,> l

{,2-,+z>o; t;;;,' ",[!;*) _ область
визЕачФrrulрЬняrrня.

Будуемо ескiзи гпабiкЬ/(х) Tas:(x) (мал. l).f(x):*-x+2i

i+ъ+з:
Розв'язаtutя.

JG.
J+-"2 >о, flrl<z,
|Х2 +2х +3>0; 1хс Д; ХО [-2;2] - область

визначенЕrI рiвrrяння.

x"=t;

.f(х):i+Ъ+3; g(x)=

у" =/(+)= !-|+z=lf, .

@ в. осинськА. 2011

l-l(x) : i2 -, а 2i 2 _ у =2Б;Т
Цафiки дотикаються при х : l.
rнших спiльних точок у графiкiв немае, хоч цеслц обфуЕграти аналiтйчriо. 

- ---
Перевiрrcо.

{- l; l-1+2=2frа ; 2:2.
ВiOповiOь.х: 1.

Мал.

| - f(x) : i + Ъ + з; 2 _ g(х) = JП

4-х2


